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ESERCIZI DI ALGEBRA 2
Esercizi del 29/09/2016 (anelli e sottoanelli)
(1) Determinare gli elementi invertibili di Z[1/n].
(2) Determinare i sottoanelli si Z e di Zn, n > 0.
(3) Determinare i sottoanelli di Z× Z e di Zn × Zn, n > 0.
(4) Verificare che gli elementi nilpotenti sono divisori dello 0 e che la somma di nilpo-
tenti e` ancora nilpotente.
(5) Mostrare che sem ha divisori quadrati allora Zm non e` ridotto (cioe` non ha elementi
nilpotenti non nulli).
(6) Esistono anelli ridotti che non sono domini.
(7) Zm e` ridotto se e solo se m non ha fattori quadrati.
(8) Si consideri la terna R ∪ {+∞},min,+) in cui quindi la “somma” e` il min e il
prodotto e` il piu`. Stabilire quali delle proprieta` della definizione di anelli commu-
tativo unitario sono soddisfatte e quali no.
(9) Sia A un anello non necessariamente commutativo e Z l’insieme degli elementi
a ∈ A tali che ax = xa per ogni x ∈ A. Mostrare che Z e` un anello commutativo.
(10) Anello di convoluzione. Sia A l’insieme delle funzioni f : N>0 → C con somma data
dalla somma ordinaria di funzioni e prodotto ∗ dato da




Mostrare che tali operazioni danno ad A la struttura di anello.
(11) Stabilire se la funzione f : N>0 → C data da f(n) = 1 se n = 1, 2 e f(n) = 0 se
n > 2 e` invertibile nell’anello di convoluzinoe ed in caso affermativo determinarne
l’inversa.
(12) Sia A un anello non necessariamente commutativo costituito da elementi idempo-
tenti, cioe` tale che x2 = x per ogni x ∈ A. Mostrare che A e` un anello commutativo.
Esercizi del 06/10/2016 (domini e campi)
(1) Mostrare che il prodotto cartesiano di due anelli non banali non e` un dominio.
(2) Stabilire se l’anello di convoluzione e` un dominio.
(3) Mostrare che l’anello delle funzioni continue reali nell’intervallo [0, 1] non e` un
dominio.
(4) Mostrare che se V e` uno spazio vettoriale di dimensione > 1 allora esistono due
endomorfismi non nulli F e G di V tali che FG = 0.
(5) Sia A un dominio. Mostrare che per ogni a 6= 0 la funzione x 7→ ax e` iniettiva da
A ad A.
(6) Mostrare che in un anello finito un elemento a e` invertibile se e solo se a 6= 0 e a
non e` un divisore dello 0. Dedurre che un un dominio finito e` un campo.
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(7) Mostrare che se K e` un campo finito che contiene un sottocampo L allora l’ordine
di K e` una potenza dell’ordine di L.
(8) Un campo ha solo ideali banali.
Esercizi del 13/10/2016 (omomorfismi, ideali, quozienti)
(1) Mostrare che se f : A→ B allora la controimmagine di un ideale di B e` un ideale
di A. Cosa si puo` dire dell’immagine di un ideale?
(2) Siano I e J ideali di un anello A. Mostrare che se I+J = A allora anche I2+J2 = A.
(3) Sia Z(p) l’anello dato dai numeri razionali m/n con p 6 |n. Mostrare che gli elementi
di Z(p) il cui numeratore e` diviso da p formano un ideale.
(4) Verificare che l’intersezione e la somma di ideali sono ancora ideali.
(5) Trovare tutti gli ideali degli anelli Z2 × Z2, Z2 × Z2 × Z2, Z× Z.
(6) Siano K un campo e
A =
{(
x y − x
0 y
)
, x, y ∈ K
}
.
– Mostrare che A e` un anello con le usuali operazioni di somma e prodotto di
matrici.
– Determinare gli elementi invertibili di A;










rispettivamente. Mostrare che I1 e I2 sono gli unici ideali massimali di A.
(7) Sia A l’anello delle funzioni C∞(R). Mostrare che le funzioni aventi le prime k
derivate nulle in 0 formano un ideale per ogni k ∈ N.
(8) Si consideri l’anello A = Z5[X]/(X
2 − 2X).
– Quanti elementi ha l’anello A?
– Stabilire se A e` un dominio.
– Determinare gli ideali di A.
– Determinare i quozienti di A
(9) (Non facile) Sia A l’anello C[X]/(X2 −X).
– Determinare il gruppo U(A) degli elementi invertibili di A
– Si ponga N = {[a], a ∈ C∗}. Mostrare che N e` un sottogruppo di U(A) e che
ogni elemento di U(A) e` congruo modulo N ad un unico elemento dell’insieme
{[aX − 1], a ∈ C}.
– Si mostri che per ogni n ≥ 1 esistono esattamente n2 radici n-esime di 1 in A.
(10) Trovare il piu` piccolo intero positivo k tale che k ≡ 7 mod 25 e k ≡ 33 mod 162;
(11) trovare il piu` piccolo intero positivo k tale che k ≡ 1 mod 5, k ≡ 2 mod 7 e k ≡ 5
mod 12.
(12) (Teorema cinese del resto, un’altra versione) Sia A un anello, I, J ideali tali che
I + J = A. Dati a, b ∈ A esiste un elemento x ∈ A tale che x ≡ a mod I e x ≡ b
mod J .
(13) Siano I ⊃ J due ideali di un anello A. Mostrare che esiste un unico omomorfismo
di anelli A/J → A/I dato da [x]J 7→ [x]I , dove [x]I indica la classe dell’elemento x
in A/I e similmente per [x]J .
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Esercizi del 20/10/2016 (estensioni quadratiche)
(1) Stabilire per quali valori di d ∈ Z si ha che Z[√d] e` un dominio.
(2) Stabilire per quali valori di d ∈ Z(p) si ha che Z(p)[
√
d] e` un dominio.
(3) Determinare gli elementi invertibili di Z(p)[
√
p].
(4) Determinare gli elementi invertibili in Z[
√
d] per d < 0 e per d quadrato.
(5) Se d > 0 non e` un quadrato, determinare gli invertibili in Z[
√
d] puo` essere decisa-
mente piu` complicato. Questo esercizio ha lo scopo di mostrare che
U(Z[
√
2]) = {±(1 + ε)n : n ∈ Z}.
Sia a+ εb ∈ U(Z[√2]) con a, b > 0;
–Mostrare che b ≤ a < 2b.
–Mostrare per induzione su b che (a+ εb)(−1 + ε) e` una potenza di (1 + ε).
–Concludere.
(6) Sia ω = e
4pii
3 = cos(43π) + i sin(
4
3π) e sia Z[ω] l’insieme dei complessi della forma
a+ ωb, a, b ∈ Z.
–Mostrare (volendo anche geometricamente) che ω2 + ω + 1 = 0.
–Mostrare che Z[ω] contiene un sottoanello proprio isomorfo a Z[
√−3].
(7) Mostrare che l’ideale (2, ε) in Z[
√
0] non e` principale.
(8) Mostrare che l’ideale (2, ǫ) in Z[
√−1] e` principale.




3] sono campi isomorfi.
Esercizi del 27/10/2016 (divisibilita` e anelli euclidei)








(2) Sia A un dominio, a, a′, b, b′ ∈ A con a, a′ associati tra loro e b, b′ associati tra loro.
E` vero che a+ b e a′ + b′ sono associati? E` vero che ab e a′b′ sono associati?
(3) Se in un dominio A tutti gli elementi non nulli sono associati allora A e` un campo.
(4) Se A e` euclideo e I un ideale non nullo allora I e` contenuto in un numero finito di
ideali.
(5) Per ciascuna delle seguenti coppie (α, β) di elementi di Z[i] := Z[
√−1], stabilire se
α|β o β|α: (5, 3 + 4i), (3 + i, 2 + 4i), (5 + i, 5− i), (17 + i, 13 + 7i).
(6) Determinare un MCD di ciascuna coppia di elementi dell’esercizio precedente.
(7) Sia I = (3 + i, 1 + 5i) ⊂ Z[i].
– Trovare tutti gli elementi α ∈ Z[i] tali che I = (α);
– Mostrare che per ogni a ∈ Z[i] si ha a ∈ I oppure a− 1 ∈ I;
– Concludere che Z[i]/I e` un campo con due elementi.
(8) Se I e` un ideale non nullo di Z[i], l’anello quoziente Z[i]/I e` finito.
(9) Dimostrare che Z[
√
3] e` un anello euclideo (sugg. utilizzare il valore assoluto della
norma), mentre Z[
√−3] non lo e`;
(10) Sia ω = e
2pii
3 e Z[ω] l’insieme dei numeri che si scrivono nella forma a+ bω, a, b ∈ Z.
Mostrare che Z[ω] e` (isomorfo ad un) sottoanello di Q[
√−3 e utilizzando la norma
in Q[
√−3 verificare che Z[ω] e` un anello euclideo.
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(11) Un elemento a + ib ∈ Z[i] sta nell’ideale (1 + i) se e solo se a e b hanno la stessa
parita`.
(12) Sia I = (8 + i, 4 + 13i) ⊂ Z[i]. Mostrare che a+ ib ∈ I se e solo se 2a ≡ b mod 5 e
concludere che Z[i]/I e` un campo con 5 elementi.
(13) Dimostrare che un primo p ∈ Z e` irriducibile in Z[√−2] se e solo se non esistono
a, b ∈ Z tali che p = a2 + 2b2.
(14) Dimostrare che se a, b ∈ Z sono tali che a2 + 2b2 e` primo allora a + b√−2 e`
irriducibilein Z[
√−2].
(15) Dimostrare che 2 e` irriducibile in Z[
√−6] ma non e` un elemento primo. Fare lo
stesso con 5 al posto di 2.
(16) Dimostrare che gli elementi 10 e 4 + 2
√−6 non hanno MCD in Z[√−5].
Esercizi del 03/11/2016 (Domini a ideali principali e a fattorizzazione unica)
(1) Sia I1 ⊆ I2 ⊆ · · · una catena infinita di ideali di un anello A. Mostrare che I = ∪Ii
e` ancora un ideale di A.
(2) Sia A un dominio a ideali principali. Mostrare che se I1 ⊆ I2 ⊆ · · · e` una catena
infinita di ideali allora esiste k ∈ N tale che Ik = Ik+1 = · · · . Questo fatto si
esprime anche dicendo che A e` no¨etheriano.
(3) Sia A un dominio e siano d1, d2, . . . ∈ A tali che di|di−1 per ogni i > 1. Mostrare
che (d1) ⊆ (d2) ⊆ · · · .
(4) Mostrare che se A e` un dominio a ideali principali allora ogni elemento non nullo e
non invertibile puo` essere espresso come prodotto di elementi irriducibili.
(5) Una terna pitagorica primitiva e` una terna (a, b, c) di numeri interi positivi tali che
a < b, a2+b2 = c2 eMCD(a, b) = 1. Mostrare che se (a, b, c) e` una terna pitagorica
primitiva e p e` un primo che divide c, allora p ≡ 1 mod 4.
(6) Mostrare che se c = p con p ≡ 1 mod 4 allora esistono unici a, b tali che (a, b, c) e`
una terna pitagorica primitiva.
(7) Mostrare che se c = 65 allora esistono esattamente due terne pitagoriche distinte
della forma (a, b, 65). Mostrare che la stessa proprieta` vale con c = pq dove p, q
sono primi distinti ed entrambi ≡ 1 mod 4.
Esercizi del 10/11/2016 (Anelli di polinomi)
(1) Siano f = X3 +X − 1 e g = X2 + 1 polinomi in Q[X]. Determinare q, r ∈ Q[X]
con deg r < deg g tali che f = qg + r.
(2) SeK e` un campo un polinomio inK[X] di grado 5 senza radici che non e` irriducibile
e` il prodotto di un irriducibile di grado 2 e uno di grado 3.
(3) Esistono infiniti polinomi irriducibili monici in K[X].
(4) Trovare il MCD tra le seguenti coppie di polinomi
– X2 + 1 e X5 + 1 in Z2[X];
– X2 −X + 4 e X3 + 2X2 + 3X + 2 in Z3[X];
– X6 − 1 e X7 − 2X3 + 3X2 − 2X + 1 in Q[X]
– X9 − 1 e X11 − 1 in Q[X];
– X8 + 6X6 − 8X4 + 1 e X12 + 7X10 − 3X8 − 3X2 − 2 om Q[X].
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(5) Per le seguenti coppie (f, g) di polinomi in Q[X] trovare due polinomi s, t ∈ Q[X]
tali che sf + tg sia un MCD tra f e g
– (X2 − 3X + 2,X2 +X + 1)
– (2X3 − 7X2 + 7X − 2, 2X3 +X2 +X − 1)
(6) Il polinomio X4 +X3 +X + 1 e` riducibile in ogni campo K.
(7) Stabilire se X4 + 1 e` irriducibile in Q[X].
(8) Dimostrare che se f ∈ K[X] e a ∈ K allora f(X) ≡ f(a) mod (X − a).
Esercizi del 17/11/2016 (Campo dei quozienti e polinomi irriducibili)
(1) Sia A un dominio e K un campo, A ⊂ K. Supponiamo che per ogni k ∈ K esiste
a ∈ A tale che ka ∈ A. Mostrare che K e` isomorfo a Q(A), il campo dei quozienti
di A.
(2) Determinare il campo dei quozienti di Z[
√
d] per ogni d non quadrato;
(3) Descrivere il campo dei quozienti di Z[X] e di Zp[X].
(4) Detto L = Zp(X) il campo dei quozienti di Zp[X] e K = Zp(X
p) si consideri il
polinomio f = Y p −Xp ∈ K[Y ]. Mostrare che f e` irriducibile in K[X], ma che ha
radici multiple in L.
(5) Stabilire se il polinomio X3 + (−3 + 2i)X2 + (3 + 4i)X − 17 − 6i e` irriducibile in
(Q[i])[X].
(6) Sia K ⊂ E campi. Mostrare che due polinomi in K[X] sono relativamente primi
in K[X] sse lo sono in E[X].
(7) Se K ⊂ C due polinomi in K[X] sono relativamente primi in K[X] sse non hanno
radici in comune in C.
(8) X3 + 2 e X + 1 sono relativamente primi in K[X];
– X3 − 2 e X + 1 sono relativamente primi in K[X] sse car(K) 6= 3;
– X3 − 2 e X2 +X sono relativamente primi in K[X] sse car(K) 6= 2, 3.
(9) Stabilire se i seguenti polinomi hanno radici multiple in C: X4 +X, X5 − 5X + 1,
X5 +X4 + 2X3 + 2X2 +X + 1.
(10) Sapendo che il polinomio f(X) = X4 − 4X3 + 3X2 + 14X + 26 ha come radici
complesse 3 + 2i e −1− i decomporre f in R[X] e in C[X].
(11) Determinare le radici razionali dei polinomi X4 −X3 +X − 1 e 2X4 − 4X + 3.
(12) Dimostrare che i seguenti polinomi sono irriducibili in Q[X].
– 2X4 − 8X2 + 1;
– X4 +X + 1;
– X4 + 3x+ 5;
– 3X4 + 2X3 + 4X2 + 5X + 1; – X5 + 5X2 + 4X + 7;
– 15X5 − 2X4 + 15X2 − 2X + 15
(13) Stabilire se i seguenti polinomi sono irriducibili in Q[X]:
– X3 −X + 1;
– X3 + 2X + 10;
– X3 −X − 1;
– X3 − 2X2 +X + 15;
– X4 + 2;
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– X4 − 2;
– X4 + 4;
– X4 −X + 1;
(14) Mostrare che se p e` un primo allora Xp−1 + · · · + X + 1 e` irriducibile (sugg.:
Eisenstein)
(15) Scomporre in fattori irriducibili Xn − 1 con n = 6, 8, 12, 24 in Q[X].
(16) Mostrare che due polinomi interi sono relativamente primi in Q[X] sse l’ideale che
essi generano in Z[X] contiene un intero non nullo.
Esercizi del 24/11/2016 (Polinomi su campi finiti)
(1) per quali primi p
– X2 + 4 e` irriducibile in Zp[X]?
– X2 + 4 e X + 3 sono relativamente primi in Zp[X]?
– X2 + 4 e X4 + 4 sono relativamente primi in in Zp[X]?
(2) Scomporre X5 −X in fattori irriducibili in Z5[X].
(3) Scomporre in Z2[X] X
8 +X7 +X6 +X4 + 1, X6 +X4 +X3 +X2 + 1, X16 − 1,
X7 +X6 +X4 + 1.
(4) Scomporre in fattori irriducibili Z2[X], in Z3[X] e in Q[X]
– X5 + 5X + 5
– X4 +X2 + 1
– X9 − 6X6 + 9X3 − 3
– X4 + 2X3 + 3X2 + 2X + 1
– X5 +X4 − 4X3 + 2X2 + 4X + 1
(5) Dimostrare che il polinomio X4 − X2 + 1 e` irriducibile in Q[X] ma che la sua
riduzione su Zp[X] e` riducibile per ogni primo p.
(6) Sia f ∈ K[X] oppure f ∈ Z, f non nullo e non invertibile, d, n interi non negativi.
Mostrare che
fd − 1|fn − 1
se e solo se d|n.
(7) Sia K un qualunque campo, q, n, d interi non negativi, q > 1. Mostrare che
Xq
d −X|Xqn −X
in K[X] se e solo se d|n. (Sugg.: utilizzare il precedente con f = X e con f = q.
Esercizi del 01/12/2016 (Polinomi irriducibili e campi quoziente)
(1) Mostrare che se |K| = q allora in K[X] vi sono (q4 − q2)/4 polinomi monici ir-
riducibili di grado 4.
(2) Contare i polinomi monici irriducibili di grado 5 in Z3[X].
(3) Scrivere i polinomi monici irriducibili di grado 3 in Z3[X] e quelli di grado 2 in
Z5[X].
(4) Sia P ∈ K[X] un polinomio irriducibile di grado n, ǫ = [X] ∈ K[X]/(P ). Scrivere
i seguenti elementi in forma ridotta:
– ǫ3(2ǫ+ 1)−1 in Z3[X]/(X
2 + 1)
– ǫ2 + ǫ+ 1)(ǫ2 + 1)−1 in Q[X]/(X4 + 1).
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(5) Scrivere le tavole di addizione e moltiplicazione del campo Z2[X]/(X
2 +X + 1).
(6) Trovare un polinomio irriducibile di grado 2 e uno di grado 3 a coefficienti ciascuno
nei tre campi Z2[X]/(X
2 +X + 1), Z2[X]/(X
3 +X + 1), e Z2[X]/(X
2 + 1).
(7) Sia f = X3−X+1 ∈ Z3[X]. Mostrare che f e` irriducibile. Po`stiK = Z3[X]/(f(X))
e ǫ = [X] ∈ K mostrare che le radici di f in K sono ǫ, ǫ+ 1 e ǫ+ 2.
Esercizi del 15/12/2016 (grado di un’estensione e campi di spezzamento)
(1) Sia f = X3 −X − 1 ∈ Q[X] e sia α ∈ C una radice di f .
– Scrivere 1/(α + 2) come un polinomio in α a coefficienti razionali.
– Determinare i gradi [Q[α2] : Q] e [Q(α3) : Q].
(2) Sia α ∈ C una radice del polinomio f = X4 − 3X − 5.
–Provare che f e` irriducibile in Q[X].
–Trovare il polinomio minimo di 2α − 3 su Q.
–Trovare il polinomio minimo di α2 su Q.
(3) Sia K = Q[ 3
√
2, i].
– Determinare il grado [K : Q].
– Stabilire se K = Q[ 3
√
2 + i].
– Determinare il polinomio minimo di 3
√
2 + i su Q.




5) : Q] e [Q(
√
3−√5) : Q].





(5) Determinare il campo di spezzamento di X3 +
√
2X + 1 su Q[
√
2].
(6) Sia f = (X15 − 1)(X12 − 1). Determinare il campo di spezzamento di f su Z2 e su
Z7.
(7) Sia p un primo dispari, e sia f = X6 + 2X3 + 3 ∈ Fp[X].
– Dimostrare che il grado del campo di spezzamento di f su Fp2 puo` essere solo 1
o 3.
– Dimostrare che il grado del campo di spezzamento di f su Fp non puo` essere ne´
4 ne´ 5.
– Mostrare il grado del campo di spezzamento di f su F5 non puo` essere 3. Quanto
sara`?
(8) Sia a ∈ F∗7 e f = (X4−a)(X4+a) ∈ F7[X]. Dimostrare che il campo di spezzamento
di f su F7 e` F49.
Esercizi del 20/12/2016 (riepilogativi)
(1) Determinare per quali valori del parametro intero a il seguente sistema di con-
gruenze 

x27 ≡ x2 mod 144
10x ≡ a mod 25
2x − 1 ≡ 4 mod 11
e` risolubile e determinarne le soluzioni.
(2) Sia f = 2X4 − 41X3 + 201X2 − 71X − 91.
– Sapendo che f ammette tre radici distinte intere positive, determinare la fattor-
izzazione in irriducibili di f in Z[X];
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– Determinare il numero di radici di f in Z1635, ed esibire almeno 5 soluzioni dis-
tinte.
(3) Sia A l’anello Z[X]/(2X2 + 17,X2 + 6).
– Dimostrare che A e` uno spazio vettoriale sul campo Z5.
– Dimostrare che A ∼= (Z5)2 come Z5-spazio vettoriale.
– Sia ha anche A ∼= (Z5)2 come anello?
(4) Sia α ∈ C una radice del polinomio f = X4 − 3X − 5.
– Provare che f e` irriducibile in Q[x].
– Trovare il polinomio minimo di 2α− 3 su Q.
– Trovare il polinomio minimo di α2 su Q.
(5) Da correggere Sia A = Z[
√−2] e I l’ideale di A dato da I = (3ε, 4 + ε).
– Determinare MCD(3ε, 4 + ε)
– Verificare che I non e` massimale
– Che anello e` A/I?
– Determinare una famiglia di rappresentanti per le classi di A/I.
(6) Sia A = Z[
√−5] e consideriamo lideale I = (4− ε, 6 + 2ε).
– Calcolare le norme di 4− ε e 6 + 2ε
– Mostrare che 7 = 0 ∈ A/I.
– Mostrare che I 6= A.
– Mostrare che A/I ha meno di 49 elementi.
– Mostrare che A/I ∼= Z7.
(7) Sia d ∈ Z5 e A = Z5[
√
d].
– Mostrare che esiste a ∈ A tale che a2 = 0 se e solo se d = 0.
– Determinare il numero di soluzioni dell’equazione X2 = 4 in Z5[
√
1].





(8) Siano a, b, c, d ∈ Z senza fattori quadrati e a due a due distinti.

















(9) Sia A = Z[12 ] = { a2n ∈ Q, a ∈ Z, n ∈ N}
– Stabilire se A e` un dominio
– Determinare gli elementi invertibili di A;
– Determinare gli elementi irriducibili di A;
– Risolvere la congruenza a2 + 3b2 ≡ 0 mod 8.
– Determinare gli elementi invertibili di A[
√−3]
(10) Sia n ∈ N.
– Mostrare che per ogni n ≥ 1 esiste un polinomio f ∈ Q[X,Y ] tale che sin(nα) =
f(sin(α), cos(α)) per ogni α ∈ R.
– Mostrare che per ogni n ≥ 1 e per ogni α ∈ R esistono due polinomi g, h ∈ Q[X]
tali che sin(nα) = g(sin(α)) +
√
1− sin2(α)h(sin(α)).
– Dedurre che sin(1◦) e` algebrico su Q.
– Concludere che sin(q◦) e` algebrico per ogni q ∈ Q.
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(11) Determinare il campo di spezzamento di X4 +X2 + 1 su Q.
(12) Dimostrare che il campo di spezzamento di Xp − 1 su Q e` un’estensione di grado
p− 1 di Q per ogni primo p.
(13) Sia f = X3 − 3X − 1 ∈ Q[X].
– Verificare che f e` irriducibile.
– Detta α una sua radice complessa scrivere (2α2 − α − 4)2 come combinazione
lineare di 1, α, α2.
–Verificare che Q[α] e` il campo di spezzamento di f su Q.
(14) Sia Fq un campo finito di caratteristica p e consideriamo il polinomio f = X
n − 1
su Fq. Sia inoltre Fqk il suo campo di spezzamento.
– Verificare che le radici di f formano un sottogruppo moltiplicativo (ciclico) di F∗
qk
– Osservare che se n = phr con p 6 |r allora Fqk e` anche il campo di spezzamento di
Xr − 1.
– Concludere che k e` la piu` piccola soluzione positiva dell’equazione qk ≡ 1 mod r.
(15) Sia f = x9 − 1.
– Calcolare il campo di spezzamento di f su Z11.
– Mostrare che f ha un fattore irriducibile di grado 6 su Z11.
